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L’objet de cet article est de proposer une gCnCralisation des notions d’objet 
de prt%entationfinie t d’objet cohbent dans les catCgories et d’en faire l’ktude 
surtout dans les catCgories de Grothendieck. Cette gCnCralisation repose sur 
la notion d’ultraproduit. Dans une catCgorie, un ultraproduit A, d’une famille 
d’objets (A&, suivant un ultrafiltre U sur I, est une limite inductive 
filtrante des produits partiels A, = nisJ Ai , J E U. Cela g&nCralise conve- 
nablement la notion classique d’ultraproduit que l’on utilise couramment en 
thCorie des modkles. 
On introduit alors les notions d’objet infraprojectif et d’objet f)-cohCrent 
de la man&e suivante. On dira qu’un objet E est infraprojectif lorsque tout 
morphisme f : E + A, se rel&e en un morphisme g : E + A, dans l’un 
des produits partiels, autrement dit lorsque l’application canonique 
est surjective. 
hom(E, A,), - hom(E, AU) 
Dans une catCgorie de Grothendieck, finitaire et qui posskde des produits, 
on montre (Proposition 1) qu’un objet de type Jini est infraprojectif si et 
seulement s’il est de pr&entation finie. De plus, le quotient d’un objet infra- 
projectif par un sous-objet de type fini est Cgalement infraprojectif (Proposi- 
tion 2). Enfin, tout objet projectif est infraprojectif. On sait que les objets E 
de prCsentation finie sont ceux pour lesquels le foncteur hom(E, .) commute 
avec les limites inductives filtrantes; on voit ici que ce sont aussi ceux pour 
lesquels ce foncteur commute avec les ultraproduits. 
11 faut se rappeler que l’on nomme objet cohCrent tout objet de type fini 
dont tout sous-objet de type fini est de prksentation finie. &ant donnCs un 
objet A et une classe D de sous-objets de A, on dira alors que A est 
53cokkent lorsque tout ClCment de X) est infraprojectif. On dira qu’un 
objet B est O-injectif lorsqu’il est injectif relativement 2 tous les monomor- 
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phismes canoniques j : S + d de !9. C’est une maniere de generaliser la 
notion de module X0-injectif [3]. 
On Ctablit alors un theortme general qui, sous certaines conditions, carac- 
t&rise un objet 0-coherent par le fait que la classe des objets U-injectifs est 
LLclose par ultraproduits”. Applique aus categories de modules, ce theoreme 
donne une caracterisation de modules n-coherents (Proposition 5). En parti- 
culier, dans le cas des anneaux, il permet de retrouver “algebriquement” un 
resultat etabli par Eklof et Sabbagh a l’aide de pro&d& de “‘logique mathema- 
tique” ainsi qu’un resultat de StenstrBm. 
On obtient aussi une caracterisation des categories de Grothendieck locale- 
ment coherentes qui possedent des produits, differente des caracterisations 
de Oberst et Rijhrl pour des categories de Grothendieck de foncteurs 
(corollaire a la Proposition 4). 
ULTBAPRODUITS ET INFRAPROJECTIFS 
ULTRAPRODUITS. Soient o_l une categoric, (d& une famille d’objets de 
?I et cr un ultrafiltre sur I’ensemble 1. Pour tout FE U, on suppose que le 
produit nieF di existe et on le designe par 8, . Pour G 3 F E Us les projec- 
tions canoniques 8, ---f -gLzI , i E F, definissent un morphisme canonique 
PG,, . L G - .il d, . Ce spsteme de morphismes est filtrant a droite. S’il possede 
une limite inductive on la designe par shF. : d, + d, , FE U, et on dit que 
c’est un ultraproctuit de la famille (A& suivant i’ultrafiltre U. 
Cette notion a 6th introduite par Ohkuma [7, Defmition 4, pi 271. Elle 
generalise la notion classique d’ultraproduit d’ensembles, munis ou non de 
structures. 
DEFINITION. Soit !JJI une classe d’objets dune categoric ‘LI. On dira 
qu’un objet E de ‘u est 9X-infraprojectif lorsque pour tout ultraproduit 
+F : A, -+ & , FE U, d’une famille d’objets de 9X et pour tout morphisme 
f: E+&, il existe un elCment G E C’ et un morphisme g : E--f A, tels 
we 4s =f. 
Lorsque 9JJE est la classe de tous Ies objets de ?f, au lieu de dire YJI-infra- 
projectif, on dira simplement irzfrapvojectif. 
.Remzrques. 1. Dire que l’objet E est ‘9X-infraprojectif revient a dire 
que l’application canonique 
hom(E, Qu = lim hom(E, -dF) + hom(E, A,) 
FGU 
est surjective, pour tout ultraproduit d’une famille d’objets de %R 
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2. Lorsque tous les morphismes p,,, sont des Cpimorphismes, il en est de 
m&me des morphismes. +F : A,+ A,, . Dans ce cas, un objet projectif est 
aussi %V-infraprojectif, pour tout choix de la classe 9JuZ. 
3. Lorsque tous les morphismes p,,, p ossbdent des sections, tout mor- 
phisme f : E + A, qui se releve dans I’un des produits partiels A, se releve 
aussi dans chacun des produits A, . Ainsi, dans ce cas, pour que I’objet E 
soit 9JI-infraprojectif il faut (et il suffit) que l’application 
hom(E, 4,) : hom(E, A,) -+ hom(E, Au) 
soit surjective, pour tout ultraproduit d’une famille (Ai)i,l d’objets de 9JI. 
C’est le cas, en particulier, lorsque la categoric possede des fleches nulles; 
par exemple, dans le cas de categories abeliennes. 
4. Tout facteur direct d’un objet !JJZ-infraprojectif et toute somme finie 
d’objets !JJI-infraprojectifs sont des objets ‘9JUt-infraprojectifs. Dans le cas 
d’une categoric avec fleches nulles, pour qu’une somme quelconque 
J&, Ai soit ‘$JI-infraprojective il faut et il suffit que chaque Ai le soit. Cela 
se demontre comme le resultat analogue pour les objets projectifs (en utilisant 
la remarque precedente). 
ULTWRODUITS ET CAT&RIES DE GROTHENDIECK 
Rappels. On dit qu’un objet A d’une categoric est de type fini lorsque 
pour toute famille (A& de sous-objets de A telle que supiel Ai = A, il 
existe une partieJinie J de I telle que supieJ Ai = A. 
On dit qu’un objet A d’une categoric abelienne est de pre’sentation Jinie 
lorsqu’il est de type fini et que tout Cpimorphisme f : B + A, oti B est de 
type fini, possede un noyau de type fini. 
On appelle catbgorie de Grothendieck toute cattgorie abelienne qui posstde 
des limites inductives filtrantes exactes. 
On peut faire remonter cette notion a la Proposition 1.8 (p. 133) et a 
l’axiome AB5 (p. 129) de Grothendieck [4]. 
La categoric des modules sur un anneau donne est un exemple de categoric 
de Grothendieck et les notions d’objet de type fini et d’objet de presentation 
finie y retrouvent leur sens habituel. 
On dira qu’une categoric est Jinitaire lorsque chacun de ses objets est 
limite inductive d’un ensembZe filtrant de sous-objets de type fini. 
LEMME 1. Dans une cathgovie de Grothendieck, bs limites inductives 
j&antes commutent avec les produits $brb. 
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(Autrement dit, si l’on considere un systeme inductif filtrant de diagrammes 
de produits fib&, le diagramme obtenu en passant aux limites inductives 
est aussi un di.agramme de produit fib&.) 
Cela tient a ce que, dans une categoric abelienne, les limites inductives 
commutent avec les produits finis et que, dans une categoric de Grothendieck, 
les limites inductives filtrantes commutent avec les noyaux. 
Le resultat suivant est Ctabli par Auslander [ 1, Proposition 1.4, p. 1931. 
LEMRrE 2. Soit A un objet de type j% d’une catkgoorie de Grothendieck. 
Mow, pow tout systdme inductiffiltrant (Bi)iEl , I’application canonique 
b hom(A, BJ ---f hom(A, & BJ 
est injectizre. 
Pour I’Ctude des objets infraprojectifs, on a egalement besoin du resultat 
suivant, cite ainsi que sa rbciproque par Gruson [5, 2.1 Lemme 5, p. 211. 
LEMME 3. Dans une catbgorie de Grothendieck Jinitaire, pow tout objet d 
de pr&entation firtie, le foncteur hom(A, .) cwnmute acec les &mites izductives 
jiltrantes. 
Indications pow la dtfmonstration. Soit (B& un systeme inductif f&rant 
et soit ft : BI + B, i E I, une limite inductive. On considere l’application 
canonique 
f : lim hom(/l, Bi) + horn@, B). - 
Comme d est de type fini, l’application 5 est injective (Lemme 2). 11 suffit 
alors de montrer qu’elle est surjective. Pour cela, on con&d&e un morphisme 
z! : A -F B et on construit les produits fib& suivants 
D’apres le lemme 1, ai : Pi---f d, i ~1, est une limite inductive. Comme A 
est de type fini, il existe j E I tel que a, soit un Cpimorphisme. Or Pj est 
limite inductive d’un ensemble filtrant de sous-objets de type fini, done il 
existe un sous-objet de type fmi s: S -+ Pj tel que ajs soit un Cpimorphisme. 
Soit n : N--f S un noyau de cet Cpimorphisme; comme rl est de presentation 
finie, N est de type fini, done l’application canonique 
2 h0n-W Bd d hom(W, B) 
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est injective (Lemme 2). On utilise alors le fait que l’image de ujsn est nulle 
dans hom(N, B) pour achever la demonstration. 
On aura a se servir aussi du lemme de relt%ement suivant. 
LEMME 4. Dans une catkgorie de Grothendieck, soit fi : A, --f Bi , i E I, 
un systkme inductif Jiltrant de monomoyphismes. On consid2re les &mites induc- 
tives 
a,:Ai-+A et bi: Bi-+B, iEI et f=&f,:A+B. 
Soient E un objet de type fini et s : E -+ A un morphisme. S’il existe un indice j 
et un morphisme t : E--f Bj tel que fs = bjt, aloes il existe un indice k et un 
morphisme u : E -+ 4, tel que s = a+. 
D&no&ration. On considere les suites exactes 
et le diagramme exact suivant qui s’en deduit 
0 --+ lim hom(E, AJ A lim hom(E, BJ -V+ l& hom(E, CJ 
a 
1 
B 1 Y 1 
0 - hom(E, A) * t hom(E, B) A- hom(E, C) 
oh C = m Ci . Dire qu’il existe un indice j et un morphisme t : E + Bf 
tel que fs = bjt revient a dire qu’il existe T tel que d(s) = P(T). Mais alors 
~(7) = #P(T) = ##(s) = 0. Comme y est injective (Lemme 2) on a U(T) = 0, 
done il existe u tel que 7 = X(u). Ainsi &(u) = @(a) = P(T) = 4(s). Comme 
4 est injective, s = ~(a), d’oh le resultat. 
LEMME 5. Soit ‘L1 une catigorie de Grothendieck qui possBde des produits. 
Soient 92 et 9% des classes d’objets de PL telles que, pow tout AT E 9.N il ewiste 
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un monomo@zisme f : M -+ LV oh iV E 91. Alors tout obj.et de type j&i qui est 
91-infi’aprojectif est aussi 9X-infraprojectif. 
De’monstration. Soit E un objet 91-infraprojectif de type fmi. Soit 
q3F : MF - M, , F E C, un ultraproduit d’une famille (MijiEl d’objets de 9X. 
Pour tout i E I, on considere un monomorphisme ff : !Ui + ATi oti ~17~ E $3. 
On considhe un ultraproduit z,l~~ : N, + N, ) FE U, et le morphisme 
fc, : d LI - N,: induit par les fi . Soit s : E - M, un morphisme. 11 existe 
alors G E U et t : E + No tel que c&t = fr,,s. D’apres le lemme 4, il existe 
done HE U et u : l3 - n/r, tel que &U = s. Done E est YX-infraprojectif. 
Voici e&n quelques proprietes des objets infraprojectifs dans les categories 
de Grothendieck. 
PROPOSITION 1. Dans une catigorie de Grotlzendieck Jinitaire et qui pos- 
skde des produits, pour pu’un objet de type $ni soit infraprojectif, il faut et il 
sufit qu’il soit de prhentation jinie. 
Dkmo~zstmtion. Soit 
O-+l\i’--“-tL”-E-O 
une suite exacte oti L est de type fini et oh E est infraprojectif. Soit I un 
ensemble filtrant de sous-objets de type fini de N dont la limite inductive 
est hi. Pour chaque K E I, soit K = {G 1 K C G E fj-. Les R constituent une 
base de filtre sur I (le filtre des sections). On considere un ultrafiltre U plus 
fin. Pour chaque K E I, on a une suite exacte 
O-K-L”r,i&-+-0. 
Soit +F : ll;l, ---f M, , FE U, un ultraproduit de la famille (Al,),,, et soit 
y : L + ill, le morphisme defini par les yK . Pour chaque K E I, j, : K --+ IV, 
on a &yaj, = 0, ainsi &y~ = 0. 
K 
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11 existe done t : E + M, tel que t/3 = dry. Or, si E est infraprojectif, il 
existe u : E + lW1 tel que +[u = t (remarque 3). D’oti &u/3 = t/3 = bly. 
Comme L est de type fini, d’apres le lemme 2, il existe FE U tel que 
p&3 = p,y (oti p, : A, + il, est la projection canonique). Ainsi, pour K E F, 
on a yKa = 0. Done j, : K---f N est un isomorphisme et N est de type fini; 
done E est de presentation finie. 
L’implication reciproque decoule du Lemme 3. 
Remurque. De la m&me man&e, on peut Ctablir le resultat suivant: 
Dans une catt!gorie de Grothendieck $nitaire et qui pos&de des produits, pour 
qu’wz objet E soit de type jini, il faut et il s@t que pour tout ultraproduit A, 
d’une famille d’objets Ai , i E I, l’application canonique 
soit injective. 
hom(E, A& + hom(E, ‘gLi) 
Ainsi dans les memes conditions, pour qu’un objet E soit de plbentation 
jinie, il faut et il sz@t que le foncteur hom(E, .) commute avec les ultraproduits. 
PROPOSITION 2. Dans une catt?gorie de Grothendieck, le quotient d’un objet 
‘9X-infraprojectif par un sous-dbjet de type fini est uz objet 9X?-infraprojectif 
(pour tout choir de ‘$1). 
Dtmonstration. Soit 
0-+NtL “E-+0 
une suite exacte oh L est 9J32-infraprojectif et N est de type fini. Soit 
4, : MF -> M, , FE U, un ultraproduit d’une famille d’objets de ‘93. Soit 
f : E -+ M, un morphisme. Comme L est 9J1-infraprojectif, il existe GE U 
et g : L --f 11/r, tels que &g = fp. 
ncr, +c + nffU 
Ainsi &goI = f& = 0 et comme N est de type fini, d’apres le Lemme 2, il 
existe HE U, H C G, tel que pga = 0, oh p = p,,, : Mo + it& est la pro- 
jection canonique. 11 existe done h : E - iWH tel que I#3 = pg. Ainsi +Hh/3 = 
dHpg = &g = fp; done &h = f et E est ‘%I-infraprojectif. 
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COROLLAIRE. Dam me catigorie de Grothendieck, le quotient d’m objet 
projectif par un sous-objet de type J; ni est un objet infraproject$ 
On se sert de la Remarque 2. 
SUR LA NOTION D'OBJETS COHlhENTS 
DBFIMTION. Dans une categoric 21, soit ZI une classe de sous-objets dun 
objet A. On dira que A est 0-coh&elzt lorsque tout Clement de 0 est infra- 
projectif. On dira qu’un objet B de cL1[ est O-injectiflorsque pour tout Clement 
j : S + A de D, tout morphisme f : S ----f B se prolonge en un morphisme 
g:A+B,gj=f. 
Tout produit d’objets O-injectifs est XI-injectif et tout facteur direct d’un 
objet XI?-injectif est B-injectif. Cela se demontre comme la proposition 
analogue pour les injectifs. De plus, tout objet injectif est X3-injectif, pour 
tout choir de 0. 
PROPOSITION 3. Si l’objet A est a-cohirent, alors tout ultraproduit d’objets 
5Xnjectifs est CI-injectif. 
D&monstration. Soit $F : B, ---f B, , FE U, un ultraproduit d’une famille 
d’objets !3-injectifs. Soient j : S + A un Clement de r) et f : S + B,: un 
morphisme. Comme S est infraprojectif, il existe G k U et g : S -+ B, tel 
que $Gg =f. 
Comme B, est 0-injectif, ii existe h : A + B, tel que hj = g. Ainsi 
&4j = &g = f, done B, est O-injectif. 
En utilisant le lemme 3, on demontre de la m&me man&e le r&&at 
suivant. 
PROPOSITION 3’. Dans une cat.&gorie de Grothanda’eck Jinitaire, soit C zme 
classe de sow-objets de p&entation$nie d’un obj,t A. Aloes toute limite inductive 
jiltrante d’objets Wnjectifs est un objet %injectif. 
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Soit ?I une categoric et soit 3 la classe de ses objets injectifs. On dira qu’un 
objet de ?I est s~cbprojectif lorsqu’il est 3-infraprojectif. Rappelons que 
l’expression ‘% pos&de sufisamment d’injectzj? signifie que, pour tout 
objet A de %, il existe un monomorphisme f : A + I oh I E 3 (voir [4, 
p. 1371). 
THBORSME. Dans une catbgorie de Grothendieck qui posside des produits et 
su$%amment d’inject$s, soit D une classe de sous-objets de type$ni d’un objet A. 
Si A est subpyojectif, alors les t!noncb suivants sont kquivalents: 
a) L’objet A est D-cohbrent. 
b) Tout ultraproduit d’objets XI-inject@ est n-injectq. 
c) Tout ultraproduit d’objets inject@ est D-inject& 
D&nomtration. D’aprb la proposition 3, on a a) * b), et il est clair 
que b) * c). 
c) * a) D’aprb le Lemme 5, tout objet subprojectif de type fini est 
infraprojectif. Soit j : S + A un sous-objet de A appartenant a U. 11 suffira 
done de montrer que S est subprojectif. On considere un ultraproduit 
b:BF+Bu, FE U, d’une famille d’objets injectifs et un morphisme 
f : S-t BU . Comme B, est D-injectif, il existe g : A + B, tel que gj =f. 
Mais A est subprojectif, il existe done G E U et h : -4 + B, tels que &h = g, 
done $ohj = gj = fi done S est bien subprojectif. 
s j-t-4 
\ /” g ?/ f 
J \ I 
B,G-2Bu 
APPLICATIONS 
OBJETS COHI~ENTS. Rappelons que, dans une categoric abelienne, on dit 
qu’un objet ,4 est pseudo-coht!rent lorsque tous ses sous-objets de type fini 
sont de presentation finie. On dit que A est cohe?ent lorsqu’il est pseudo- 
coherent et de type fini (voir, par exemple, [5, p. 211). 
Pour tout objet 8, on d&&era par (X, , A) la classe de ses sous-objets de 
type jini. 
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PROPOSITION 4. Dans une catkgorie de Grothendieck finitaz’re et qui posskde 
des prodzcits, pour qu’un objet A soit pseudo-cohkent, 2 faut et il sz@t qu’il soit 
(Et0 , A)-cohirent. 
C’est une consequence immediate des definitions et de la Proposition I. 
COROLLAIRE. Dans une catbgorie de Grothendieck qui posside des produits, 
on suppose qu’il existe un ensemble gt%ae’rateur 8 dont tout e’lthent est de pre&n- 
tation Jinie. Si G est la somme des e’lt?nerats de 5, les &on& suivants solzt 
Lquivalents: 
a) Tout objet de pr&entation$nie est cohbrent. 
b) Tout e’l&nent de 6 est coh&nt. 
c) Le g&rateur G est pseudo-coh&ent. 
d) Toute limite inductive j&ante d’objets (K, , G)-inject@ est (N, , G)- 
injL?ctaj-. 
e) Tout ultraproduit d’objets (N, , G)-injectifs est (R,, , G)-injectif. 
fj Tout ultraproduit d’objets injectifs est (x, , G)-injecta$ 
.Indications pour la d&onstration. 11 faut savoir qu’une categoric de 
Grothendieck qui possede un generateur, possede suffisamment d’injectifs 
(voir, par exemple, [4, Theo&me 1.10.1, p. 1351). 11 faut se souvenir aussi 
que toute cattgorie de Grothendieck qui posstde un ensemble generateur 
dont tout Clement est de type fini, est finitaire. II faut remarquer ensuite que 
G est infraprojectif (Remarque 4 et Proposition 1). 
En appliquant alors les propositions 3’ et 4 et le theoreme, on a les equi- 
valences c) c- d) t> e) + f). 
&ant donnee une suite exacte 
on d&no?atre que 
(a) si A et C sont pseudo-cohtrents, alors B est pseudo-coherent; 
(/?) si B est pseudo-coherent et A de type fini, alors C est pseudo- 
coherent. 
On note alors qu’un sous-objet de type fini d’une somme Uiel Ai est 
aussi sous-objet d’une somme JJieJ Ai oti J est une partie finie de I. Done 
toute somme d’objets pseudo-coherents est un objet pseudo-coherent (on 
utilise (a)). 
Cela permet de montrer que b) * c). 
On dimontre enfin que tout objet de presentation finie qui est quotient 
d’un objet pseudo-coherent, est coherent (on utilise @)). Or tout objet de la 
categoric est quotient dune somme de copies du g&&rateur G, d’ou c) + a). 
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On comparera ce corollaire au Theo&me 4.1 de Oberst et Riihrl [6, p. 101 J. 
MODULES a-COHkNTS. Soit r2 un anneau (ayant un Clement unite). La 
categoric des A-modules a gauche est une categoric de Grothendieck finitaire 
qui possede suffisamment d’injectifs et dont A est un generateur. Done 
tout ce qui precede s’applique a elle. 
Pour tout cardinal a et pour tout module M, on designera pay (a, nq 
l’ensemble des sous-modules de M qui ant un systenze de gennkateurs G tel que 
Card (G) < a. Ainsi, en particulier, I’ensemble des sous-modules de type 
fini de M est design& par (X,, , M) ce qui est compatible avec la notation 
introduite plus haut. 
On dira qu’un module M est a-coherent lorsqu’il est (a, M)-coherent, 
autrement dit lorsque tout sous-module de M engendre parstrictement moins 
de a elements est infraprojectif. En particulier, un module N,-coherent c’est 
un module pseudo-coherent (Proposition 4). 
Par application de la proposition 3’ et de notre theoreme, on obtient le 
resultat suivant: : 
PROPOSITION 5. Pour tout cardinal n < No et tout module M subprojectift 
les &oncb suivants sont equivalents 
a) Le module M est n-coherent, 
b) Toute limite inductive filtrante de modules (n, M)-injectifs est (n, M)- 
injectif, 
c) Tout ultraproduit de modules (n, M)-inject@ est (n, M)-injectif, 
d) Tout ultraproduit de modules inject@ est (n, M)-injectif. 
Lorsqu’on applique cette proposition au cas ou le module M est l’anneau A 
lui-m&me, on retrouve un resultat de Eklof et Sabbagh [3] (une partie du 
ThCortme 3.12 combinee avec le Lemme 3.13), ainsi qu’un resultat de 
Stenstrijm [8, Theo&me 3.2, a o d]. 
On terminera par une caracttrisation des modules n-coherents pour n 
fini, analogue a une caracterisation connue des anneaux coherents (voir 
Bourbaki [2, I, 2, exercise 12 g, p. 631). 
Pour q&n module soit 2-coherent, il faut et il su$it que l’annulateur de 
chacun de ses t%ments soit de type Jim’. 
L?tant don& un entier n 3 2, pour qu’un module soit n-cohtkent, il faut et il 
su@ qu’il soit 2-coherent et que pour tout sous-module monog&ae N et tout sous- 
module P engendre’ par au plus n - 2 &ments, le sous-module N n P soit de 
type Jini. 
Cela se demontre, par recurrence, en utilisant Bourbaki [2, I, 2, Lemme 9, 
p. 37 et exercice 6 f, p. 611. 
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